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摘要　　基于平面聚类的方法 ,对具有 3个观测信号的欠定盲分离问题进行了探讨 , 该方法不再要

求源信号是充分稀疏的 , 即源信号在同一时刻不只有一个起主导作用.先通过转化将平面聚类化

为法线聚类 , 然后通过寻找由法线聚类所确定的平面族之交线识别出混叠矩阵 , 为 Geo rgiev

(2005)提出的最新理论提供了相应分离算法的有效途径.仿真结果表明所给方法在估计混叠矩阵

时的准确性以及源信号的良好恢复能力.

关键词　　欠定混叠　稀疏表示　混叠矩阵　盲分离

　　盲信号分离问题自研究至今已经取得了许多优

异的成果
[ 1—6]

, 但是以往的研究多数是针对过定盲

分离而言 , 即观测器的个数多于源信号的个数 , 因

此在实际应用中有许多限制.为此 , 对于观测器个

数少于源信号个数的欠定盲分离问题的研究 , 目前

已是国际上盲信号处理领域中备受人们关注的具有

挑战性的问题 , 在这种情况下 , 观测信号的个数 m

少于源信号的个数n.相应的盲信号分离模型如下

x1(t)

x2(t)



xm(t)

=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

   

am1 am2 … amn

s1(t)

s2(t)

　

sn(t)

(1)

其中 m<n.或者写成向量形式为:

x(t)=a1s1(t)+a2s2(t)+…ans n(t), t =1 , …, T

(2)

其中 x(t)=[ x 1(t), x2(t), …, xm(t)] T 是观测信

号 , S(t)=[ s1(t), s2(t), … , sn(t)]
T
为源信号 ,

A=[ a1 , a2 , …, an ] 是 m ×n 的混叠矩阵 , a i=

[ a1i , a2i , … , ami]
T
, i=1 , …, n.

对此问题的研究 , 人们目前采用的通常方法是

稀疏分解 , 利用信号在时域和变换域中的稀疏性进

行盲信号分离.如 Belouchrani 针对离散源信号提

出的 “最大后验概率” 方法[ 7] ;Zibulev sky 提出的

稀疏分解方法
[ 9]
, Bofi ll 提出的频域稀疏表示方

法[ 10] , 肖明等提出的暂态稀疏分析方法[ 11 , 12] , 以及

Lee
[ 13]
, Lew icki

[ 8]
, Li

[ 14]
和谢胜利

[ 15]
的超完备基

表示(overcomplete representation)方法以及最近的

一些稀疏盲分离方法
[ 6 , 17]

等等.以上方法所对应的

算法都获得了较好的盲分离效果 , 极大地推动了欠

定盲信号分离的发展.

通常讲的稀疏信号 , 就是说源信号在绝大多数

时刻的采样点取值为零 , 或者接近于零 , 少数采样

点取值明显远离零.上面所提到的方法都是针对源

信号充分稀疏的情况下进行的 , 即源信号中在同一

时刻只有一个源信号取值较大 , 其他源信号取值为

零 , 或者接近于零.不妨假设在时刻 t , 只有源信

号 si(t)取值非零 , 其他源信号幅值皆很小或为零 ,
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此时(2)式可写成

x(t)=ais i(t) (3)

　　由此可知 ai 与第 t 时刻的观测信号 x(t)共线 ,

因此对 x(t)在所有时刻进行聚类 , 即可得到混叠矩

阵的估计 A=[ a1 , a2 , … , an ] , 这就是目前将稀

疏分量分析用于欠定盲分离方法之一的 K -均值聚

类法[ 9 , 10] , 估计出混叠矩阵 A后 , 再借助线性规划

估计出源信号 S(t).

由于以上对稀疏信号的要求非常高 , 在同一时

刻只允许一个源信号起主导作用 , 所以在应用中有

一定的局限.为此 , Georgiev 提出了一种新的解决

欠定盲分离的方法[ 16] , 这种方法允许源信号在同一

时刻有多个源信号起主导作用.其结论如下:

定理　若如下条件(1)—(3)成立 , 则可恢复出

源信号 , 其中

条件(1)　混叠矩阵 A∈R
m×n
, 它的任何 m×n

子矩阵都是非奇异方阵.

条件(2)　源信号的任何采样时刻 S(t)最多只

有 m-1个非 0元素.

条件(3)　源信号采样足够多 , 即对任何包含

n-m+1个下标的集合 I ={i1 , i2 , … , in-m+1} 

{1 , 2 , … , n}, 在 S 中至少存在 m 个列向量 , 使

得它们在下标为 I 里面的集合元素时 , 它们的值为

0 , 而它们中的另外 m-1个元素是线性独立的.

该定理首次从理论上阐明了稀疏分析的方法 ,

不仅仅只对充分稀疏的源信号可以进行分析 , 而对

不充分稀疏的信号仍然是有效的工具 , 且给出了有

效的不充分稀疏程度 , 这是一个欠定稀疏盲分离的

重要成果.该结果发表后 , 人们正在努力探寻与该

理论相应的有效的盲分离算法 , 因在这种情况下 ,

通常的线 K-均值聚类方法不再适用.本文针对一

类特殊的情况(m=3 , 即只有 3个观测器的情况)进

行探讨 , 以期从简单入手寻求普遍规律.我们将对

平面的聚类转化成普通的法线聚类 , 然后通过寻找

平面族的交线识别出混叠矩阵 A.

1　平面聚类及源信号的恢复算法

由前述可知 , 对于这种不是充分稀疏的情况 ,

目前通常的线 K-均值聚类方法已不再适用 , 而要寻

找相应的面聚类方法.我们的盲恢复仍然是采用两

步法 , 其一是辨识混叠矩阵 , 其二是恢复源信号.

只不过对混叠矩阵的辨识采用的是平面聚类方法.

1.1　混叠矩阵的确定

当 m=3时 , 由条件(2)知 , 对任意时刻 t 至多

有两个源信号非零 , 从而(3)式为

x(t)=ai
1
si
1
(t)+a i

2
si
2
(t), 　t =1 , …, T (4)

其中{i1 , i2} {1 , 2 , … , n}.由条件(1)知 , 混

叠矩阵 A∈R
m×n
中任何m ×m子矩阵都是非奇异方

阵 , 所以 A中任何 m -1列也是线性无关的 , 因此

可以由向量组{a i
1
, ai

2
}构成一个平面 , 记该平面为

P i ={βa i
1
+γa i

2
 β, γ∈R , β≠0 , γ≠0}.而且由(4)

式可知 , x(t)∈P i , 即 x(t)在{ai
1 , ai

2}构成的平面

P i 上.又因为混叠矩阵 A的任何两列线性无关 , 因

此由混叠矩阵的任何两列可以组成 C
2
n 个不同的平

面P j , j=1 , 2 , … , C2
n , 而这 C

2
n 个平面中同时含

A 的某列a j 的平面有n-1个 , 也即 a j 属于这n-1

个平面的交线 , 即 a j ∈ ∩ P jk , k =1 , 2 , … ,

n-1.而对 t∈{1 , 2 , …, T}, x(t)一定属于这 C
2
n

个平面中的某一个平面.因此为了估计出混叠矩

阵 , 只要对所有的 x(t)进行聚类找出相应的 C
2
n 个

平面P ={P j , j=1 , 2 , … , C
2
n}, 然后在这些平面

里面取包含 n-1个平面构成所有子集 , 而在所有

的这些子集中 , 只有子集中的平面交于同一线的这

样的子集才是我们要找的 , 这条交线即是 A的某列

a j , 因为混叠矩阵 A有 n 列 , 所以这样的子集一共

有 n个 , 它们的 n条交线就是混叠矩阵 A的所有列

向量.

为了方便起见 , 我们不妨假设 m=3 , n=4(对

一般的 n可完全类似地进行).当 m=3 , n=4时 ,

(2)式可写为:

x1(t)

x2(t)

x3(t)

=

a11

a21

a31

s1(t)+

a12

a22

a32

s2(t)+

a13

a23

a33

s3(t)+

a14

a24

a34

s4(t), 　t =1 , … , T (5)
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或者

x(t)=a1s1(t)+a2s2(t)+a3 s3(t)+a4s4(t)

　(6)

其中 x(t)=[ x 1(t), x2(t), x3(t)]
T
, ai =[ a1i ,

a2i , a3i]
T
, 并由条件(2), 不妨设在 t 时刻 , 源信

号的第 i个和第 j 个不等于 0 , 则

x(t)=ais i(t)+a js j(t), 　t =1…T , (7)

由(7)式可知 , 此时刻的观测向量 x(t)在混叠矩阵

的第 i列 a i 和第 j 列a j 构成的平面上.由条件(1)

知 , 混叠矩阵的任何两列都不相关 , 因此混叠矩阵

的任何两列组合可以确定 C
2
4 个平面.不妨用

p12(a1 , a2), p13(a1 , a3), p14(a1 , a4), p23(a2 , a3),

p24(a2 , a4), p34(a3 , a4)表示.由上述可知 , 对观测

信号进行平面聚类 , 即可估计得到混叠矩阵 A=

[ a1 , a2 , a3 , a4] , 下面我们给出混叠矩阵聚类算法以

及利用它来恢复源信号.

为了确定 6个平面 , 我们转而来确定它们的 6

条法线 , n12 , n13 , n14 , n23 , n24 , n34 , 因为平面法

线和平面是一一对应的 , 如果它们的法线确定后 ,

它们所对应的平面也就确定了.

因为平面是由法线确定的 , 所以为了确定聚类

平面 , 下面转变为对其法线的线聚类 , 和 K -均值

聚类相似 , 为了确定每一类观测信号向量点所在的

平面 , 我们就要确定它们法线构成的聚类中心 , 而

对法线进行聚类时 , 最重要的就是对聚类中心不断

的修改和提高.

假设要聚类的点为 y(t)=[ y1(t), y 2(t),

y3(t)]
T
, t=1 , 2 , …, N 0.为了确定这些点所在

的平面 , 我们不妨假设这个平面的法线为 n0 =

[ n01 , n02 , n03 ]
T
, 且(n01)

2
+(n02)

2
+(n03)

2
=1 ,

即法线单位化.由内积定义可知:

〈n0 , y(t)〉 =n01 y1(t)+n02 y2(t)+n03y 3(t)

=‖n0‖ · ‖y(t)‖· cosθn
0
y(t) (8)

其中θn
0
y(t)为法线 n0 和 y(t)之间的夹角 , 因此 0≤

θn
0
y(t)≤π, 所以-1≤cosθn

0
y(t)≤1 , 由(8)式得到

cosθn0 y(t) =
n01 y1(t)+n02y 2(t)+n03y 3(t)

‖n0‖ · ‖y(t)‖

=
n01 y1(t)+n02y 2(t)+n03y 3(t)

‖y(t)‖
(9)

　　为了简化(9)式 , 我们单位化聚类点 y(t)=

[ y1(t), y 2(t), y3(t)]
T
, 即让 ‖y(t)‖=1 , t=1 ,

2 , …, N 0 , 因此(9)式可化为:

cosθn
0
y(t)=n01 y1(t)+n02y 2(t)+n03 y 3(t)

=(n0 , y(t)) (10)

　　因此如果要确定 y (t)=[ y 1(t), y2 (t),

y3(t)]
T
, t=1 , 2 , …, N 0 所在的平面 , 即要找到

法线 n0 =[ n01 , n02 , n03]
T
, 使得θn0y(t)※

π
2
, t=1 ,

2 , …, N 0 , 也即使得

n0 =arg
n
0

min ∑
N0

t=1
co sθn

0
y(t) (11)

s.t.　(n01)2 +(n02)2 +(n03)2 =1

即

n0 =arg
n
0

min∑
N
0

t=1
(n0 , y(t))

s.t.　(n01)
2
+(n02)

2
+(n03)

2
=1 (12)

或者

n0 =arg
n
0

min ∑
N
0

t=1
cos2θn

0
y(t) (13)

　　下面为了进行平面聚类分析 , 首先我们将x(t),

t=1 , …, T 单位化到一个球面上 , 此时观测信号

向量就相当于球面上的一点 , 又因为在同一个聚类

平面 , 下半面和上半面的法线是一样的 , 因此将位

于下半球面的观测信号向量点关于原点对称到上半

球面 , 即得到新的观测信号 ‖x(t)‖ =1 , t =1 ,

2 , …, T为

 x(t)=

x(t)
‖x(t)‖

若 x3(t)≥0 .

x(t)
‖x(t)‖

若 x3(t)<0 .
t =1 , …, T ,

(14)
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　　因此对单位化和对称化后的观测信号向量点

 x(t)进行聚类分析即是对原 x(t), t=1 , …, T 的

分析 , 如图 1所示.

图 1　初始化观测信号的示意图

以(12)式为依据 ,下面给出平面聚类的详细算法:

(1)由(14)式单位化和对称化所有观测信号向

量 x(t), t =1 , …, T 到上半球面得到新的观测信号

点 x(t), t =1 , … , T .

(2)随机产生 6个已经单位化且位于上半球面

的初始法向量点 , 即 n1 , n2 , n3 , n4 , n5 , n6 .

(3)分别计算 x(t), t=1 , …, T 与 ni , i=1 , …,

6的内积 , 并取它们的绝对值.令 Xi ={ x(t),

( x(t), ni) < ( x(t), nj) }, j ≠i;i , j =1 ,

2 , … , 6.

(4)接下来修改初始法向量 , 令 n=[ sinθcosφ,

sinθsinφ, co sθ] , 0≤θ≤π
2
, 0≤φ≤2π.

fo r i=1∶6

　　 ni =ni ;

for θ=0∶η1∶
π
2

for φ=0∶η2∶2π

if  (Xi , n) < (Xi , ni) 

ni =n;

end

end

end

end

其中η1 , η2分别表示步长 ,  (Xi , n) ,  (Xi , ni) 

分别表示第 i类集合里面所有点与法线 n , ni 的内积绝

对值的和.

(5)直到  ni -ni <εi , i=1 , …, 6 , 否则继

续第 3步.

(6)算法结束 , 得到聚类后的法线 n1 , n2 , n3 ,

n4 , n5 , n6 .

由上述算法得到的平面法线 , 下面通过分类 ,

即可得到混叠矩阵.因为混叠矩阵中的任何一列向

量 a i 都与其他的每个列向量 a j(j ≠i)构成一个平

面 , 所以 ai 必定与由上述n 1 , n2 , n3 , n4 , n5 , n6

这 6条法线中的 3条是正交的 , 同时与 a i 正交的这

3条法线又必定在同一个平面 , 因此只要在 n1 , n2 ,

n3 , n4 , n5 , n6中找出任何属于同一个平面的 3条

法线 , 它们即可确定得到混叠矩阵的列向量

a i(i=1 , …, 4).

最后 , 本算法得到的混叠矩阵 A=[ a1 , a2 ,

a3 , a4 ] , 尽管 ai(i=1 , … , 4)可能与原混叠矩阵

存在幅度或者顺序的不同 , 但是这并不影响盲分

离.

1.2　源信号恢复

由上述算法估计得到混叠矩阵 A=[ a1 , a2 ,

a3 , a4 ] 后 , 假设混叠矩阵的第 ai , a j(i≠j)列组

成的平面的法向量是上述聚类得到的 nk(k ∈

{1 , … , 6}), 则与 nk 对应的观测信号集合为

Xl(l∈{1 , … , 6}), 且对任意的 x(t)∈ Xl , 有

x(t)=ais i(t)+a js j(t) (15)

或者

x(t)=AijS ij(t) (16)

其中 Aij =[ ai , aj ] , Sij(t)=[ si(t), sj(t)] T .因此

Sij(t)=A
#
ij x(t) (17)

其中 A
#
ij 表示矩阵 A ij的广义逆.所以源信号在第 t

时刻只有第 i , j个源信号由(17)式得到 , 其他都是

0 , 因此源信号可恢复.

2　仿真实验

为了说明我们所给算法的有效性 , 下面将就图

像信号进行仿真实验.其分离效果我们将采用通常

的评价标准[ 10] , 信噪比(SNR:signal to noise
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rate), 即

SNR =10 lg ‖S‖2

‖ S -S‖2 (18)

其中  S 为 S 的估计 , 且通常 SN R 越大 , 分离效果

越好 , 一般 SNR≥25时效果就非常好了.

在下面仿真中 , 我们任取 4 幅满足稀疏条

件的 64 ×64 图像进行仿真试验 , 如下图 2 所

示 , 其中第 4 幅为噪声图像 , 它们经过变换后

能够满足 Pando Geo rgiev 的 3 个稀疏条件 , 下

面我们随机产生一个 3 ×4 的混叠矩阵 A =

0.0149 0.349 4 0.58 25 0.6995

0.6758 0.324 8 0.73 28 0.3495

0.7369 0.878 9 0.35 17 0.6233

, 并将 4

幅图像分别拉成4个一维的输入源信号 , 通过混叠矩

阵得到观测信号如图 3 , 这时利用上述的平面聚类转

化为平面的法线的线聚类算法对经过初始变换的观测

信号进行分析 , 得到估计的混叠矩阵为  A =

-0.5810 -0.0137 0.3489 -0.6985

-0.7330 -0.6760 0.3255 -0.3489

-0.3538 -0.7367 0.8788 -0.6243

, 尽管估

计的混叠矩阵  A与原混叠矩阵A 存在符号和顺序的

差异 , 但是这并不影响盲分离的结果 , 下面图 4 是

利用第 1.2 节的源信号恢复算法恢复得到的源信

号.

最后由(18)式定义的信噪比计算 , 在本文的算

法用到上面图像分离后得到的图像的信噪比分别是

118.6812 , 123.6461 , 129.6079 , 171.0228 , 因此

算法是成功的.

图 2　4幅源图像

3　结论

本文给出了一种在欠定混叠情况下的稀疏信号

盲分离算法和理论 , 首先通过平面聚类算法对混叠

矩阵估计 , 然后利用估计得到混叠矩阵来恢复源信

号 , 实现盲分离 , 理论和仿真实验证明了此算法在

恢复源信号时的可行性 , 以及恢复后良好性能 , 同

时对于高维的混叠矩阵同样可以类似用此方法进行

估计和分离.由于 Pando Georgiev 条件对源信号的

稀疏度要求降低 , 针对这类稀疏盲分离 , 更多更优

异性能的算法研究将是一个开放的问题.
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